ROYAUME DU MAROC

B BT gl 0y CEG

OFPPT

Office de la Formation Professionnelle et de 1a Promotion du Travail
Direction Recherche et Ingénierie de la Formation

RESUME THEORIQUE
&
GUIDE DE TRAVAUX PRATIQUES

MODULE 21: MATHEMATIQUE ET
MECANIQUE APPLIQUEE

secteur: FABRICATION MECANIQUE
Spécialité : T.S.M.F.M.

Niveau: Technicien spécialisé




PORTAIL DE LA FORMATION PROFESSIONNELLE AU MAROC

Télécharger tous les modules de toutes les filieres de 'OFPPT sur le site dédié a la
formation professionnelle au Maroc: Www.marocetude.com

Pour cela visiter notre site www.marocetude.com et choisissez la rubrique :

MODULES ISTA

HOME LIVRES MODULESISTA ANNUAIREECOLES DOCTORAT LETTRE DEMOTIVATION NOUS CONTACTER SE CONNECTER

—~
4
? /

1d/0C

Y . A A i r / -
Connaissance - Métier - e chnegue

/ Etuden Com “

Annonces Google Emplol Maroc Messagerie Telecharger Un Jeu

Nous avons 14 invités en ligne Annonces Google

Annonces Google Notre Bibliothé que ...Livres @ Té lé charger Gratuitement Jeu De Jeux

Annonces Emploi Maroc Jeux Sur Internet

Jeux Telecharger Gratuit k) Ecole Ingénieur

Jeux PC En Ligne MacKeeper & o wist st

. iz } buasonsn votre réseau a domicile
Connexion \/ m @ (Outil de Diagnostic)
WI-Fl / Ethernet
Identifiant y Console de jeu
sniper

Complete your Purchase Now Imprimante
and save 20% Guaranted Messagerie
with this Coupon Code

Mot de passe

Se souvenir de moi [

[rm——— Apply Discount Automatically \

"On ne jouit bien que de ce qu'on partage” Madame de Genlis]



Document élaboré par :

Nom et prénom
FLOREA FLORIAN
EDDANGUIR AHMED

Révision linguistigue

Validation
- ETTAIB Chouaib

EFP

CDC Génie Mécanique

ISTA GM

Page 2[1/62[1

Direction
DRIF
DR GC




SOMMAIRE

Page

Présentation du module
Résumé de théorie )
l. VOCABULAIRE DE MATHEMATIQUE 12
Il. FONCTIONS
a) La Fonction sinus. 14
b) La Fonction cosinus 15
c) La Fonction tangente. 16
1.
1. Les Dérivées 18
2. Les Primitives 21
3. Equations différentielles a coefficients constants 25
4, LES VECTEURS 31
Iv. STATIQUE 35
V. CINEMATIQUE C, 46

CINEMATIQUE C, 49
VL. MECANIQUE VIBRATOIRE 59

Page 3[1/62[1




MODULE 21 : MATHEMATIQUES ET
MECANIQUE APPLIQUEE

Code : Durée : 35 heures

OBJECTIF OPERATIONNEL DE PREMIER NIVEAU
DE COMPORTEMENT

COMPORTEMENT ATTENDU

Pour démontrer sa compétence, le stagiaire doit
résoudre des problémes de mathématiques et de mécanique appliquée
selon les conditions, les critéres et les précisions qui suivent.

CONDITIONS D’EVALUATION

) Travail individuel.

e A partir:
- de plan, de croquis ou de directives;
- d’un cahier des charges;
- de documents et données techniques ;
- de données industrielles,
- des études de cas

i - d’un systéme mécanique a étudier

e ATlaide:
- d’une calculatrice (éventuellement d’un logiciel de calcul)
- de formulaires, abaques et diagrammes

- du matériel de travail

CRITERES GENERAUX DE PERFORMANCE

Analyse et résolution des problémes de mathématiques
Analyse des systémes mécaniques

Application des principes fondamentaux de la mécanique
Travail méthodique

Précision et exactitude des calculs

Argumentation et justification des réponses

Tragabilité du travail et notes de calculs
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OBJECTIF OPERATIONNEL DE PREMIER NIVEAU
DE COMPORTEMENT ( suite )

PRECISIONS SUR LE
COMPORTEMENT ATTENDU

Effectuer des calculs professionnels
d’atelier

Vérifier I’équilibre d’un corps dans
I’espace

Calculer les efforts aux appuis et estimer le
dimensionnement d’un composant
mécanique simple soumis a des efforts dans
I’espace et dont on connait le point
d’application, la direction, le sens et
I’intensité

Modéliser un mécanisme et calculer
analytiquement les trajectoires et les
vitesses relatives des différents composants

Déterminer les puissances mises en jeux
dans le déplacement d’un corps

Maitriser les principes de bases de la
mécanique vibratoire

Maitriser le calcul des fqnctions
différentielles du 17 et 2°™ degré

CRITERES PARTICULIERS DE
PERFORMANCE

Choix correct des méthodes de calculs
Exactitude des calculs

Meéthodes de calcul logiques et rigoureuses
( graphique et analytique )

Propreté et clarté des tracés

Identification d’une position isostatique et
hyperstatique

Application judicieuse des équations de la
statique et des hypothéses de la RDM

Fidélité du modéle choisi
Choix correct du référentiel d’étude

Résolution analytique et graphique

Choix correct de la méthode et des
hypothéses d’analyse et de calcul

Importance d’une puissance par rapport au
travail a effectuer

Effets de la résonance mécanique

Résolution des équations différentielles de
premier et second ordre
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OBJECTIFS OPERATIONNELS DE SECOND NIVEAU

Le stagiaire doit maitriser les savoirs, savoir-faire, savoir-percevoir ou savoir-étre juges
préalables aux apprentissages directement requis pour ’atteinte de 1’objectif opérationnel de
premier niveau, tels que :

Avant d’apprendre a effectuer des calculs professionnels d’atelier (A) :

1.  Malitriser les notions de base de mathématiques
2. Comprendre I’objectif avant de résoudre le probléme

Avant d’apprendre a vérifier ’équilibre d’un corps dans I’espace (B) :

3. Maitriser les calculs vectoriels et matriciels
4.  Se soucier des choix des formules et de la précision des réponses

Avant d’apprendre a calculer les efforts aux appuis et estimer le dimensionnement d’un
composant mécanique simple soumis a des efforts dans I’espace et dont on connait le
point d’application, la direction, le sens et ’intensité (C) :

5. Maitriser la notion d’isostatisme et réduire un systéme hyperstatique

6.  Définir les différents types de liaisons mécaniques : degrés de libertés et torseurs de

liaisons

Avant d’apprendre a modéliser un mécanisme et calculer analytiquement les trajectoires
et les vitesses relatives des différents composants (D) :

7.  Maitriser les fonctions et le calcul des dérivées
8. Se soucier de la propreté et de la présentation des solutions, des schémas...

Avant d’apprendre a déterminer les puissances mises en jeux dans le déplacement d’un
corps (E) :

9.  lJustifier et argumenter ses choix et ses hypothéses
Avant d’apprendre a maitriser les principes de bases de la mécanique vibratoire (F) :
10.  Se soucier de I’importance des vibrations dans la conception des mécanismes

Avant d’apprendre a maitriser le calcul des fonctions différentielles du ler et 2éme degré

(G):

11.  Maitriser les fonctions numériques a plusieurs variables
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MODULE 21: MATHEMATIQUES ET MECANIQUE APPLIQUEE

Code : Théorie : 60 %
Durée : 35 heures Travaux pratiques : 36 %
Responsabilité : D’établissement Evaluation : 4 %

OBJECTIF OPERATIONNEL DE PREMIER NIVEAU
DE COMPORTEMENT

COMPETENCE

e Résoudre des problémes de mathématiques et de mécanique
appliquée liées a la fabrication mécanique.

PRESENTATION

Ce module de compétence générale se dispense en cours de la premiere
année du programme formation. Ce module est en parallele a tous les
modules de compétences a caractére mécanique ou les calculs
mathématiques et mécaniques sont prépondérants.

DESCRIPTION

L’objectif de ce module est de faire consolider les outils mathématiques
permettant de traiter les problémes de mécanique relatifs a I’étude des
mécanismes. Il vise donc a rendre le stagiaire capable de modéliser un
mécanisme, de bien poser un probleme ( hypotheses, équations,...) et
d’effectuer les calculs professionnels nécessaires au métier.

CONTEXTE D’ENSEIGNEMENT
e A l’aide d’exemples et exercices appropriés, utiliser les outils mathématiques et les
lois de la mécanique pour la résolution des problémes d’étude et de conception des
outillages de production.
e Suivre une démarche logique de résolution de probléme dans tous les cas étudiés

CONDITIONS D’EVALUATION

e Travail individuel.

e A partir:
- De plan, de croquis ou de directives
- D’un cahier des charges
- De documents et données techniques
- Des études de cas
- D’un systéme mécanique a étudier

e ATlaide:
- D’une calculatrice (éventuellement d’un micro-ordinateur et un logiciel de calcul)
- De formulaires, abaques et diagrammes

- Du matériel de travail
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OBJECTIFS

ELEMENTS DE CONTENU

1.  Maitriser les notions de base de
mathématiques

2. Comprendre I’objectif avant de résoudre le
probléme

H. Effectuer des calculs professionnels
d’atelier

3. Maitriser les calculs vectoriels et matriciels

-Rappels :

e Géométrie plane

e Relations métriques dans les triangles et
figures géométriques

e Cercle et les relations trigonométriques
dans les triangles rectangle

e Lecture des tableaux et des abaques

e Densité et masse volumique : calculs de
débits et de poids

e Les progressions arithmétiques et
géométriques

e (Calcul polynomial

e Les équations et inéquations du ler et
2éme degré

e (Calculs afférents a I’équation de la droite

e Résolution des systémes d’équation du ler
degré a N inconnues

e Les fonctions logarithmiques et
exponentielles

e Les calculs numériques avec des nombres
infiniment grands ou petits

e Le calcul des approximations numériques
et d’erreurs

-But du calculs

-Recherche d’informations complémentaires
-Données et hypothése d’un probléme

-Les points a déterminer

-Etablissement des équations

-Choix de la méthode de résolution

-Lecture et compréhension d’exercices et

problémes posés
-Calculs sur piges,
-Calculs de coordonnées de points dans 1’espace...
-Calcul de :

e Coft de production

Cinématique de machines
Paramétres de coupe
Transfert de cote, de surépaisseur
Cotation ; tolérances, jeux

-Calculs vectoriels :

e Approfondissement du calcul
vectoriel et de son application en
mécanique

e Fonctions vectorielles

e Produits scalaires et vectoriels

e Dérivée des fonctions vectorielles
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I.

4.

7.

Se soucier des choix des formules et de la
précision des réponses

Vérifier I’équilibre d’un corps dans I’espace

Maitriser la notion d’isostatisme et réduire
un systéme hyperstatique

Définir les différentes types de liaisons
mécaniques : degrés de libertés et torseurs
de liaisons

Calculer les efforts aux appuis et estimer le
dimensionnement d’un composant
mécanique simple soumis a des efforts dans
I’espace et dont on connait le point
d’application, la direction, le sens et
P’intensité

Maitriser le fonctions et le calcul des
dérivées

-Matrices :
e Définition, écriture
e Opérations sur les matrices

-Les erreurs (de calculs ou de choix de formules)
-Maitrise de risque en cas d’erreurs probables

-Définition des forces et sommes de forces dans
I’espace : application des vecteurs

-Torseur de forces et des moments
-Régles de calculs entre les torseurs

-Définition des vecteurs libres ou glissants,
sommes de vecteurs dans le plan et I’espace

-Equations de la statique

-Equilibre d’un corps soumis a des forces
concourantes

-Centre de gravité

-Equilibre d’un corps dans 1’espace avec
application du torseur de forces et des
moments

-Etude des torseurs de liaison frottement,
adhérence

-Principe fondamental des méthodes de résolution
graphique de type dynamique et funiculaire

-Isostatisme et hyperstatisme
-Degré de liberté
-Matrice d’isostatisme

- Applications aux mécanismes d’ablocage :
e Arc-boutement
e Les cames d’ablocage

-Torseurs de liaisons et réactions aux appuis

-Analyse des types de liaisons et I’isostatisme dans
le plan

-Définition des contraintes simples : unités,
relations avec les essais mécaniques de
traction et de cisaillement.

-Etude des sollicitations simples et statiques dans
le plan : torsion, flexion

-Etude des structures a barres simples (poutre sur 2
appuis ou encastrée)

-Coefficients de sécurité
-Calculs de ressorts
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8. Se soucier de la propreté et de la
présentation des solutions, des schémas...

K. Modéliser un mécanisme et calculer

analytiquement les trajectoires et les
vitesses relatives des différents composants

9.  Justifier et argumenter ses choix

L. Déterminer les puissances mises en jeux
dans le déplacement d’un corps

10.  Se soucier de I’importance des vibrations
dans la conception des mécanisme

M. Maitriser les principes de bases de la
mécanique vibratoire

-Fonctions et études des courbes planes
e FEtudes des limites, maxi, mini
e Equations paramétriques et polaires
-Intégrales :
o Définition et applications graphiques aux
calculs de surface
e Formules limitées aux fonctions
polynomiales simples et exponentielles
e Principe du changement de variable
- Applications : calculs de volume, centre de
gravité, moment d’inertie, rayon de
courbure...

-Clarté et propreté des feuilles de calculs

-Torseur cinématique

-Etude du mouvement uniforme plan d’un point
(rectiligne et circulaire)

-Centre instantanée de rotation

-Composition des mouvements plan sur plan et
mouvement hélicoidal

-Mouvement uniforme et uniformément accéléré :
applications aux motorisations €lectriques,
pneumatiques, hydrauliques

-Mouvement quelconque d’un solide dans 1’espace
torseur cinématique

-Moment dynamique (torseur dynamique)
-Equilibre dynamique d’un corps en rotation

-Hypothéses de calcul
-Données

-Formules

-Méthodes de calculs

-Travail et puissance mécaniques : définitions,
unités, rendements, (applications aux effets de
la gravité)

-Energie cinétique, potentielle et mécanique

-Principe de la conservation de I’énergie
mécanique

-Expériences et démonstrations simples des effets
de la résonance mécanique (exemples :
vibration dans la voiture et la relation avec le
vitesse du moteur...)

Page 1001/621[]




11.  Maitriser les fonctions numériques a
plusieurs variables

N. Maitriser le calcul des fqnctions
différentielles du 1°" et 2°™ degré

-Mouvement vibratoires :
e fréquence,
e longueur d’onde
e résonance
e amortissement

- Applications :
e associations de ressorts
e extensions aux problémes de
1’¢lasticité des composants

-Fonctions numériques a plusieurs variables
e Définition
o Dérivées partielles

-Notions d’intégrales doubles (exemples
d’applications)

-Equations différentielles
-Equation du premier ordre a variables linéaires

-Equations linéaire du seconde ordre a coefficients
constants (principes)

-Initiation aux calculs par éléments finis peut étre
envisagée

- Applications en thermique et en calculs
mécaniques
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I. VOCABULAIRE DE MATHEMATIQUE

Notations et Symboles

Symbole Dafinition
Il qual qua soit
E| il existe
=% implique
= équivalent 4 i= ssi ; si et seulement sil

égal &, par définition
c'ast-a-dire

_ o
T NG

1. Notions relatives aux ensembles
1.1 Ensembles

Si on désigne par E un ensemble, x un élément de E, x est aussi appelé point ; on écrit :

x € E x appartient a E ;
x¢E x n’appartient pas a E ;
{x € E, P} ensemble des ¢éléments x de E, ayant la propriété¢ P (la virgule peut

étre remplacée par / ou par ;) ;

FCE F partie (sous-ensemble de E ) contenue dans E ; tout élément x de
FestélémentdeE: Vx EF&S x €EE;

C est dite I’inclusion ;

@ ensemble vide.

Aty el une famille (quelconque) de sous-ensembles de E ;

on note :

Al U A2 I’union de A1 et A2, ie ’ensemble des éléments qui appartiennent
a Al ou (non exclusif) a A2 ;

Al N A2 I’intersection de Al et A2, ie ’ensemble des éléments qui
appartiennent a la foisa Al eta A2 ;

U L’union de la famille Ai={x € E, 31 € [telquex € Ai } ;

N L’intersection de la famille Ai= {x € E,x €Ai;ViE |}

2. Notions relatives aux nombres

2.1 Principaux ensembles de nombres

ensemble des entiers naturels : {0, 1, 2, ...} ;

; ensemble des entiers relatifs {...,—2,—1,0, 1,2, ...} ;

ensemble des nombres rationnels, ie ensemble des fractions : p/q avec petq €Z
; ensemble des nombres réels ;

R
N,Z,Q, R ; sontdes ensembles ordonnés pour la relation <;
C

; ensemble des nombres complexes ;
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On utilise aussi souvent les ensembles suivants :

N* = N\{0} = {1,2,...)

Z* = Z\{0}
Q* = 0Q\{0}
R* = R\{0}
C* = C\{0!
0+ = {xe 0,

X =
R+ = {xe R, x =
2.2 Intervalles en R :

[a, b] Tfermé={xce R, a=x=< Db}
la, bl ouvert={xe€ R, a<x<b}
[a, b[ semi-ouverta droite={x€ R, a = x< b}
la, b] semi-ouverta gauche={xc R, a< x = b}

On désigne parfois par (a, b) I'ensemble des nombres réels

compris entre a et b, bornes comprises ou non (a ne pas confondre
avec le couple (a, b)).

2.3. Notation dans C

Soit z€ C (un nombre complexe) ; on note :

Z=X+iy,i=4-1
avec x=Rez la partie réelle de z,
y=1Imz la partie imaginaire de z,
p=|z| le mcduledez;|z|=(x2+ y2)1/2,
6=Argz Il'argumentde z, défini par:z=|z| exp(i 0),
z le complexe conjugué de z, donc z = x—iy.
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II. FONCTIONS

a) La Fonction sinus
Ensemble de définition

La fonction sin est définie et continue sur R.
Périodicité

La fonction sin est périodique de période 2.
On peut donc limiter le domaine d'étude a [-r, 7t].

Parité
La fonction sin est impaire,

sa courbe représentative est donc symétrique par rapport a O.
On peut donc limiter le domaine d'étude a [0, «].

Dérivée
La fonction sin est dérivable sur E.
(sin(x) )' = cos(x)
Limite usuelle
lim sin(x) =1
X

e+l |

Tableau de variation

X 0 &2 X
Gy |1 + 0o — -1

sinX) |- Al

+ 0

y
1 ~_~Ay=sin() }
N / TN
_% / . N\ _
-% T 0 z . X
N\, // 2 "-‘\
'\\‘_‘”, 1
Courbe représentative
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b) La Fonction cosinus
Ensemble de définition

La fonction cosinus est définie et continue sur B.
Périodicité
La fonction cos est périodique de période 27.0n peut donc limiter le domaine d'étude a [, 7].

Parité
La fonction cos est paire.

Sa courbe représentative est donc symétrique par rapport a 1'axe (Oy).
On peut donc limiter le domaine d'étude a [0, «].

Dérivée
La fonction cos est dérivable sur R..
(cos(x) )' = —sin(x)

Limites usuelles

lim |1- cm(x)] hm[ —cos |y

-0

Tableau de_variation )

X 0 w2 X
(cos(x'lo - _1 - 0
cos(x) |1 ™~ 0 -1

Courbe représentative

N cos(x) }

T S 5 . !\.
2

Y

=
]

:
g
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{y=cos(x) }
TN

{ ¥ = sin(x)}

J

- m

¢) La Fonction tangente
Ensemble de définition

La fonction tan est définie sur B\{(2k+1)n/2, k dans £ }.
Périodicité

La fonction tan est périodique de période .

On peut donc limiter le domaine d'étude a ]-n/2, n/2][.

Parité

La fonction tan est impaire,

Donc sa courbe représentative est symétrique par rapport a O.
On peut donc limiter le domaine d'étude a [0, ©/2].

Dérivée

1
(tan(®y = —L— =1+ mmrE
Si xeR\{1/2 +kn},! Cos*(x)
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Limites usuelles

fm [tm;:(x)‘=1 lim tan(x) =+ o | lim fan(e)=—

E= K I-|_§+

Tableau de_variation

X x/2 0 2|
((tan x)' + 1 +

+0

tan x o I"‘_,,,..--"ﬂ

Courbe représentative
1 iy =t}
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I11.
1. Les Dérivées

€ nNotion de dérivée

Soit Sune fonctiomn déMme sur un intervalle 1.

On suppose que sa courbe représealalive admelic, du point A d’abscisse a,
une langenle.

On appelle nombre dérivé de 1z fonction fen g le coefficient directeur de
la tangente & la courbe au paint d”ahscisse a.

0 Calcul des dérivées

La fonction qui, i toat x de T, fail correspondre le nombre dérivé de fen
x, est appelée fonction dérivée de £ Flle oat notée 1,

o=

81, sur un intervalle 1, i et v sont deux

o fonclions admettant des dérivées u’ et
L} =% LI
'1.I
Jiah=ax t b
flxy =2
firi=x’
|
fixl=—
-

6 Dérivée et sens de variation
d’une fonction

Suil f une fonction définie sur un intervalle [, et admettant v Jdénivée f
sur L.

Si. pour tout x de |, /'(x) > (), alors fest eroissante sur 1
Si, pour lout v de I, £'0%) < 0, alors fest décroissante sur T
Si, pour tout x e T, £'(x) = (0, alory fest constante sur 1.
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o Tableau des dérivées

flx)=sinx f(x) = cos x
Jo)=cosx £(x) = —sin x
fx) =sin (ax + b) F£'(x) = a cos (ax + b)
£(x) = cos (ax + b) ) =—asin (ax+b)
f@)=nx fw=1
floy=¢ fx)=e
flx)y=ew+?t F(X) = ae™ +?

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, de dérivécs
respeclives ¥’ et v’, on a aussi :

Produit : f = uv f
N § v_oow

Inverse : f = . f'= i !
=il u s v —uy’

Quotient ; f = > f= ="

o Etude d’une fonction

Pour étudier une fonction f définie sur un intervalle T donné, on peut
suivre les €lapes suivantes .

« recherche de 1a parité et de la périodicité ;

= détermination du sens de variation (qui s¢ résume par un tableau d
variation) :
» construction de la courbe représentative dans un rcpére avec prise €/
compte des éventuelles symétries lides a la parité et 2 la périodicité, |
+ indication de points particuliers (maximum, minimum), éventuellemen:
des asymptotes ¢t de quelques tangentes.

€) Notation différenticlle de la dérivée

La dérivée d’une fonction peut se noter /7(x) = &‘1;

dx étant une variation suffisamment petite de la variable el df la variatiog
correspondante de 1a fonction.

Exercices :
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o Tracer la courbe représentant la fonction f définie sur
[-1 5 1] par f(x) = 04x% Tracer la tangente A cetie
courbe en son point d'ubscisse 0,5 et déterminer le
nombre dérivé de fen (),5.

o Soit la fonction f définie sur [- 2 ; 2] pur
.l_'?

fxy=-—

Construire la courbe C représentative de f dans un
repére orthogonal (unités graphigues ; 2 cm sur O,
5 ¢m sur Oy).
Le nombre dénvé de fen 1 est — 0,25, Construire 1a tan-
gente & C an point M d’abscissc 1. En déduire le tracé
de la tangente & C au point d’abscisse -1,

A ok

Déterminer la fonction dénvée de chacune des
fonctions f suivantes :

9 SO ==5x;fx)y=2¢

3
O rvn-= '_f(x,J:——in.

x '
o Jxy=x-3x+7;f(x)=-3x"+5x - L.

O ro=r+5f()=27-4x+6.

=3
T

(7 m)=;—3 N2 =
O ro=x-2) /0 =(x+ Dx +2).
O rw=x-L1 jw=20+%

. v
(10 f(x)=5x3—% S =xrx 2
@ 00=@x+1)B-2) /@) =3 G-2).
@ r0-2cr+9 ;f(.r3=%(4x+1).

@ Pour chacune des fonclions suivantes, déterminer la
fonction dérivée, puis le nombre dérivé ¢n chacun des
puinls précisés,
fRO=9-1Lx=1);f(xX=x+5"+9, (x=0);
fX)=—x+4x+], (x=1).

[R=Gt D@ 3, =1 fy == 58 - >, @=2)

Dans chacun des cas suivants, déterminer le coeflli-
cient dirceleur de la tangente a la courbe représentant
la fonction f an point dont I’ abscisse est précisée.
Donner une équation de la tangente en ¢¢ poinl.

fx)=3x+4x+ 1, x=3.

fxy=>5¢x=5.

fo=r»—xx=1

S © 0 ©

fl) =

E,.t =2.
%

X K X

Etudier le sens de variation des fonctions f suivantes
sur I’ intervalle précisé (on ne demande pas de tracer la
courbe représentative).

fx)y=2-1,xe[-3,3];
Fxy=x-2x,x € [-1;3].

fx)=x2-3x+2,xe[0; 4].

& © ©

fy=x*-3a% xe[-1;3]

S =22 +3x - 12x, x € [-3; 2.

® ©

fx) =2 -3x+2,xe[-2;2]
: x x XK
Dans chacun des cas suivants, déterminer pour quelle

valeur de x la [onction f présente un maximum ou un
minimum sur I'intervalle précisé, el calculer sa valeur.

@ - adsri-1i)
€ roy=ac -2+ 150r00: 1]
@ F(x) =2 = 3xsur [0; 2],

€ ro=x+2—x+5sur[-2;0]

@ Construire la courbe représentative de la fonction f
définie sur IR par: f(x) =2x* +x - |,
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2. Les Primitives

Définition

Soient f et F deux fonctions définies sur un intervalle I.
F est une primitive de fsur I si F est dérivable sur I et si

¥ xel, Fi(x) = f{x)

Théoréme
Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur 1.

Théoréme
Si F et G sont des primitives de f sur I, alors F-G est une fonction constante sur I.

Les Intégrales

Définition

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels de I, et F une primitive
de fsur L.

On appelle intégrale de la fonction fde a a b le réel F(b) — F(a).

[} ftt) e
On note aussi : [: i dt = F(b)-F(a) = [F[t)]:

Les réels a et b sont appelés bornes de 1'intégrale.

On le note

Propriétés
L f{t) dt = 0
[ ma=-[ fpa

Relation de Chasles
Soit fune fonction continue sur I, alors pour tous a,betc el, ona:

[ apd = fpa « [ fpat

Linéarité
Soit f et g deux fonctions continues sur I, alors V aetb 1 :

[Fram+smla=[ma +[ sma
[} 2 fmlde = A [ at|

V AR,

Positivité

Page 2111/62[]




Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b], (a <b), alors :
fz0 = [ fiydi=0

fsg = [Mds [snd

Inégalité de 1a moyenne
Soit f une fonction continue sur [a, b], a<b, alors V. m et M R

m< f<M —> m(b-a) < [:fmdt < M (b-a)
|f] <M = |} £ dt| < M (b-a)

Valeur moyenne d'une fonction
Soit f une fonction continue sur [a, b], (a <b).

— dt
La valeur moyenne de f sur [a, b] est le réel : —a E o
flc) = 5l 10 at-

et dc =[a, b], tel que

Théoreme
Soit f une fonction continue sur I.
Toute primitive F de f sur I est définie par :

F(x) = [ ) dt

vxel, ou a est un réel de I dépendant de F.

Théoreme

) - o) = || £ ot

Si f est dérivable sur I et si acl, alors VxeI,

Intégration par parties
Siu et v sont deux fonctions dérivables sur I, et si leurs dérivées u' et v' sont continues sur
I,alors Vaetbel:

Tvowa = [wvoli-[uwvroa |
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‘Tableau des primitives

R, =
F(x) = C (fonction
| constante)
fx)=a ] F(xy=ax+ C
flx) = F(x) = '!'x:+ C
2
; : 1
Jx) =% F(x) = §-x‘*+ C
1 ]
f{.r}:-i(x #0) Fix)y=-=+C
X X
flx)y= -1- (x=>0) Fixy=Inx+C
X
fo=e F() = ¢ +C
flx)y=e"**(a #0) F(x) = 1 ety C
a
flxy=sinxy Fixy=-cosx+C
flx)=cos x F(x)=sinx+C ' ;
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Exercices :

Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

Q jv=4-3; g =-x+1.
Of(.r}=~-1;x-12; glxy=1-12x.
© r0=20-5:+4; g(l}z-——-z—+3x~—%—.

© rv=012+3;

(5 Jye) =% (x# 0); L) =~ -3— (x # 0).
x° x°

O ;-2 w>0:

g(x) = 2x + % (x> 0).

X o2

O rv=20+1;
o flxy=1~-sinx;

2 -3
@ /0= w50 =560
g(x) = 3x - 4¢",

2(x) =32 cos x.

* k%

Pour chacune des fonctions f suivantes, trouver la
primitive F qui vérifie la condition donnée :

‘E’f(x)=x3—3x+l; F(l)=0.
1,
D f@=5x-Tx+5; F2)=12
@ -1+ "
ffx}-‘=1+~; x>0 F(l)=3.

@ _}‘"(,1c)=~Z +x +1 (x>0 F(7) = 37.6.
X

(D _,?c(x)=-—i r%.rz(x> 0 F(ly=0.
X

@O ro=x+e: F(1)=0,5.

‘B f(x)=22012 cos x ; F(—})z](}{]_

* %k %
Calculer les intégrales suivantes :

(1] f:}23xdr; f_:B(%H)d\c,

[ : (2 -4)a
L}

(18 Lz(:%xw)dz;
(19 f:(:zfusﬁd::

(x+ 1) dx.

@ [ +a [1(Ze- Ly

0 5

2 ) 3 2o
D f 2+ ) -2k

[ 1 X

24 f! 4
@D | e INEE
@ j;33c*‘d,r L[ 5(e* —x) dx.

@D f 0755 + 3) d;

0,85
f ﬁ(-— 1,1 +2,6)d

~08
o
¥ 2
@ f sin x dx ; f cos x dr.
0 n
2 n
@f sinx dx; fcosxdx;
i -
a4 :il
@ju(l~sii;x}¢x: f cos x dx.
0 vy

* ok %k
I
Calculer les intégrales f f(x)dx avec :

@ 1(x) = e 067

a=-24detb=24.
€ £ =0.15sinx;

@ f(x)=-:; :

@ Calculer 1"intégrale :

-3
1310

[=f R
3w 10

* % %

Pour chacune des fonctions f suivantes, tracer li
courbe représentative ct calculer aire de la surfauj

a:—}—l—ic—elb=n.
12

a=1cth=>5.

(—8,45x + 39,575) dx.

définie par I"ensemble des points M(x ; y) tels que:
a<x<bhet0<Ly <f(x)
€D fo=-x+5x-4; a=leth=4,
€D () =025 +2; a=0cth=2.
@f{x}:x—;—- (x>0): a=1leth=4. i
@j'(,\'}=e*+e“ ; a=-leth=1L

* % XK

Le plan étant muni d’un repére orthonormal,
Jes courbes représentatives des fonctions f et g
calculer "aire de la partic de plan limitée par
deux courbes : 4
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3. Equations différentielles a coefficients constants

y=ay
e Equations du premiere ordre du type avec [réel
Veay=0
e Equations du second ordre du type avec (1 réel
N [
v+ tey=0  Be
e Equations du second ordre du type avec réels

b tey=7

e Equation

0 Meéthode de résolution

0 Recherche d'une solution particuliére

0 Cas ou le second membre est somme de fonctions

¥ =ay
a) Equations du premiere ordre du type avec il réel
¥ = ay fiR—=E
Soit i un réel. Par définition, une solution de 1'équation différentielle est une fonction ,
Fix) = af{x} reR
dérivable et telle que pour tout .
| | _ flx)=expiar)
La fonction nulle est une solution, de méme que la fonction . Plus généralement,
on a le résultat suivant :
¥V =ay
Proposition 3.1.1 Les solutions de 1'équation différentielle sont exactement les fonctions (définies sur E)
rr—= Aexplar) AcR
ou .
r— Aexpiar)
Preuve : La preuve est facile. Pour A quelconque fixé, la fonction est évidemment solution.
f ¥ = ay
Réciproquement, si  est une fonction dérivable sur E solution de I'équation , on consideére la fonction
hixry = fixjexpd —ax)
h définie sur Epar qui est dérivable comme produit de fonctions dérivables. On a alors

reER

pour tout

Wzt =(f{x) —af{x}) exp{—az).

I f'=af

Comme  vérifie , la fonction it est donc identiquement nulle et donc hest constante. Si 'on note Ala
valeur constante de la fonction Ft , on a alors
A= flz)exp{—az) reR
pour tout
fix) = Aenplar) reR
On obtient ainsi pour tout .

Exemple : L’équation y’ + 2y =0 ; y=f(x)=A e **
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¥ 4ap=0

b) Equations du second ordre du type avec (I réel
¥4ap=0 f:BE—=FE

Soit @ un réel. Par définition, une solution de 1'équation différentielle est une fonction ,
# v —
Mrxytafizy=0 reR
deux fois dérivable et telle que pour tout .
Il est immédiat de vérifier que la fonction identiquement nulle est solution, ainsi que les fonctions
r—infyar) rr— coslax) a0
et dans le cas ou

Plus généralement, on a les résultats suivants a retenir :

L 7
¥ =0 p' =10
Proposition 3.1.2 (équation ) Les solutions de I'équation sont les fonctions de la forme :
r—Ar+p T
avec Aet réels.

Vdap=0 a0

Proposition 3.1.3 (équation avec ) Soit (& un réel non nul. Les solutions de 1'€quation
¥ tay=0
différentielle dépendent du signe de @ et sont données par les expressions suivantes :
a0
1. Si , les solutions sont de la forme :

x+— heos(var) +psiniver) Au ,
ou sont des réels

a <0
2. Si , les solutions sont de la forme :
rr— hexply—axr)+ pexpl—v—ar} A
ou sont des réels.
Wb tep=0 o
¢) Equations du second ordre du type avec réels
b, ¢ Wbl +ce=0
Soient deux nombres réels. Une solution de 1'équation différentielle est une fonction
F:R—=EK i) +effiz)+efiz)j=0 reR
deux fois dérivable et telle que pour tout . Dans le
v h=0
paragraphe précédent, nous avons traité le cas ou le coefficient de  est nul. Dans le cas ou la méthode de
X*+b6X t¢
résolution consiste d'abord a étudier le polynome du second degré qui admet toujours deux racines
réelles ou complexes, éventuellement confondues.
X +bX+c=0 v ey=0
L'équation est appelée équation caractéristique de . Le résultat a

retenir est le suivant :
E
bl oy =0
Proposition 3.1.4 (équation ) Les solutions de cette équation différentielle sont données en
iy L | -

PiX)=X?+bX 4¢

fonction des racines du polynome .
F i x__:i rl ]"3
1. Siles racines de sont et  deux réels distincts, les solutions sont les fonctions (définies sur E) de
la forme :
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2 hexpirpe) + pexpirars  Au

ou sont des réels
P{Xy=0
2. Si a une racine réelle double ¥, les solutions sont les fonctions (définies sur E) de la forme :
rr—{Ar 4 plexpire)  Ap
ou sont des réels
FPi{X) r4iz r—i3
3. Siles racines de sont complexes (nécessairement conjuguées) et de la forme et (avec
nsER

) les solutions sont les fonctions (définies sur E ) de la forme :

e {Acosisx) + usindsrijexpire) XAu

ou sont des réels
Remarques :

1. S'il y a une racine réelle double T, elle est nécessairement réelle car

f=Xe+pr

2. Chacune des trois expressions données dans la proposition précédente est de la forme , ol

Wby tey=0
Uet L' sont deux solutions de 1'équation . Plus généralement on a le résultat suivant :

Proposition 3.1.5 Soient et L' deux solutions non nulles de I'équation différentielle

v b tep=0
. Si ces solutions ne sont pas proportionnelles, c'est a dire s'il n'existe pas de constante
keER w(x) = kriz) rek v+ tey=0
telle que pour tout , alors les solutions de sont les
Au+ v 7.
fonctions ou Aet  sont des réels.
F -
Vb ey =1
Equation

On étudie maintenant I'équation

(E) ¥ +5/ +eu=1,

dans laquelle bet ©désignent toujours deux nombres réels et o désigne une fonction définie sur E.
Méethode de résolution

La méthode de résolution comporte toujours les deux étapes suivantes :

e Premiére étape : Déterminer la solution générale  de I'équation sans second membre
2 .*-é ¥ .
(Ea) " +80 +ep=0.

Cette solution est donnée par la Proposition 3.1.4.

(E}
e Deuxiéme étape : Déterminer une solution particuliére  de I'équation
_ v (E) ¥=9+%0 .
La solution générale  de est alors , ce qu'on écrit :
(E}) (Ea)+ (E)
Solution générale de = Solution générale de Solution particuliére de
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Recherche d'une solution particuliére

Les cas a connaitre sont ceux ou la fonction  du second membre est de I'une des trois formes suivantes :

flx) = P{x)
1. lercas: ( P désigne un polynome).
fizj=explar)Fiz) ack
2. 2éme cas : ou .
Fiz) =expiax)P{xj){K) con{dz) + Kasin{d2)}) K, K:€R
3. 3émecas: ou .

Pour des fonctions  plus générales, il existe d'autres méthodes qu'on ne verra pas ici.

i E

[}

Nous donnons maintenant les régles permettant de trouver une solution particuliére de dans chacun de ces cas. On
désigne toujours par Fun polynome et par 4% F son degré.

V+bhytey=F

ler cas :

2

On cherche une solution particuliére sous la forme d'un polynome  avec :
®F  si cZ£0
dQ=¢ &P +1 si e=0,b£0 "+ =F)
FP+2 s5si c=0=b (¥ =F)

v+ tev=f fir}=expiar)Pix)

2éme cas : ou , 0t réel non nul.

X +bX +c=0

11y a trois possibilités suivant que €t est ou non une racine de 1'équation caractéristique

X:4+bX =0

e Si £k n'est pas racine de , on cherche une solution particuliére sous la forme :

girl = explariiz) avee d"Q =d"F.

X*+b6X +e=0

e Si ¥ est une racine simple de , on cherche une solution particuliére sous la forme :

gir] —expiaririir) avee d'Q =d°F.

X2 +bX+ec=0

e Si £k est une racine double de , on cherche une solution particulicre sous la forme :
gir) = explazjz?Q(x) avee I'Q =d"P.
v b tey=F  f(r)= expiax)F{r)(K} cos(3r) + Kasinidr)} 3

3eme cas : ou réel non

>

nul (néanmoins, le cas £k = O est possible).

a+id X*+5X +e=0

e Si n'est pas racine de , on cherche une solution particuliére sous la forme :

glx) =expiax i ix) coal{fx) + QAx)sinifx)) awec & =4 =d"F
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a+id X*+8X +e=0

e Si est racine de , on cherche une solution particuliére sous la forme :

g(z) = rexplaz){(Quiz) eos( ) + Qaix)sin{z)) avee &P =" =d°PF.

Cas ou le second membre est somme de fonctions

Supposons par exemple que I'équation soit

(Ey V' +d +eu=fH+ 2t fa
(E)

La méthode pour trouver dans ce cas une solution particuliére de consiste a chercher successivement une solution
particuliere pour chacune des équations suivantes :

(1) ¥+ +ar=h
iEa) ¥+ +ey=1a
(Es) '+’ +cpy=rs

N - (1) o S (E2}) g1 ,
Si  est une solution particuliére de ,s1  estune solution particuli¢re de etsi  estune solution
o iEs) g=atonte . {E)
particuliére de , la fonction est alors une solution particuliére de .

En effet, nous avons
b # —
by +ea=hH
g2t gl tega=fa
+ ore =
g + i +ep = fa
En additionnant membre a membre et en regroupant en facteur, on obtient :

inteta"+inteta)ytrdatemtai=nm++
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Exercices sur les équations différentielles

Exercice 1 Résoudre les équations différentielles suivantes :

&) 21"_3?=E|1- b} ﬁ"‘ﬂy:ﬂs c} F“'l'lff:&!
d ¥-—&+3p=0, el ¥+uy+yp=0 fi " —6) +0y=0.

et

Exercice 2 Trouver la solution de I'équation différentielle

Vty —12p =0
w2i=2 »¥i(2)=0

qui vérifie et

Méme question avec 1'équation
#+9=0
HNaf2)=0 Fi72)=3

et les conditions et .
Exercice 3 Intégrer les équations différentielles suivantes :

al YV p=ecosz, b} ¥ -2+ 5 =10cosz,

e} 4y -2y =cosxrtehr, dl =2 by =T 1],

e} v =3y + 2y =¢Tsin Sz f) ¥+ =" 1)

et

Exercice 4 Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) ¥y — 6y =sin{2x)+ e |
b) ¥ 3+ 2% =2rchix) |
e) p'— 3y +2p=2000
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4. LES VECTEURS

w

1- VECTEURS
On associe a l'espace ponctuel euclidien a trois dimensions E, I'espace vectoriel a trois dimensions E sur le corps des

réels R:
-E3 ® E3

“(A,B,0)® (rlrpl-?-ﬂ
ABe B

On associe au couple ordonnée de points (A,B) de E2 un élément définissant un vecteur libre

2- OPERATIONS SUR LES VECTEURS
21- Produit Scalaire
-E® R

Dans une base a"j"t},si &=ni *x2 g "“"tet .r'ju s +y"'t,alors on aura

"..?l’-nyll-nyrl-np
- F 3
o ’
- 4
¥
Remarque:
- Le résultat du produit scalaire de deux vecteurs est un SCALAIRE.
- Propriétés:

- Commutativité: f -F - ii
- Distributivité a droite et a gauche: "?'(? * 2) -RP+ X2 et (-'?"' P)-z -X2+72
AEF) =(AD.F=E(AT)

- Multiplication par un réel:

- Calcul pratique d'un produit scalaire:

si on définit I'angle #=(X.F) , alors xr= mmgg 1'D/62D




- — -.f‘—
 Normes: IXI \‘I.X '+ X2 x5
- Calculs sur les vecteurs d'une base orthonormée directe:
PFe=jk=ki=0
Fimjpfomki=]
22- Produit Vectoriel

-BE2®E

(&g §aF-i

b |
%

- 2 - - -
Dans une base G‘J't}, si X=ni+tnjrnt of

- - =
?-’“ g *»k , alors on

aura

ZAF =(xaps— xypaf +(@pn— xpn)y + (g2 —ayrsk
- Méthode de calcul:

Calcul a effectuer:
Premiére composante: On barre la premicre ligne et on calcule le déterminant 2*2 restant:

x Xt = XpF2
k2 - |: yj-zvl-xm =2 IK2alye- T
X3 d x| 7

Deuxiéme composante: On barre la deuxiéme ligne et on calcule 'opposé du déterminant 2*2 restant:

R i

Troisieme composante: On barre la troisieme ligne et on calcule le déterminant 2*2 restant:

L | XL L |xys — amp
=1
~ —3 L j-xm-m 4 a2 = T3P I

o s |wa- oy

Remarque:
I~ Le résultat du produit vectoriel de deux vecteurs est un VECTEUR perpendiculaire aux deux vecteurs .

- Propriétés:
- Anticommutativité: X 5 ¥ = = ¥a X

- Distributivité a droite et a gauche: Iﬁ{r ¥ a - P RAZ et (‘?* h"z= EAZ+¥ 2
- Multiplication par un réel: AZAD) = (AR)A P = (D)

- Calcul pratique du produit vectoriel:
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X =i~ cin 8k 3
si on définit l'angle #= (‘t h, alors - ﬁﬁ , et m or'w forme un triédre direct,

quelque soit le point O.
- Calculs sur les vecteurs d'une base orthonormée directe:

II-A}-E _;A.E'l- EAI--}.
l‘-nl- '}n}'fnf-ﬂ

23- Produit Mixte
-E3®R

(LD, RFaD)-a

Remarque:
- Le résultat du produit mixte de trois vecteurs est un SCALAIRE.
- Propriétés:

P B=0_ o
. 2‘ ~ l:'51 I'un des vecteurs est une combinaison linéaire des deux autres.

R DH-P 2. 0-2(R- P

3- NOTIONS SUR LES TORSEURS

I F 31- Définition
A ﬁ E &

T L
Un torseur est un champ de vecteurs, antisymétrique de E. Un torseur I en un point A est

8 deéfini par:
7 - Un vecteur libre & appelé Résultante du torseur
L B - Un vecteur libre E.“ appelé Moment du torseur en A et vérifiant:
V(A8 Min=Hua+R.AB
Remarque:

- La résultante du torseur est indépendante du point ou est défini un torseur.

32- Application des torseurs a la représentation d'un champ de force

- -
Soit un champ de force défini dans I'espace a trois dimensions de base orthonormée directe G-'-' A1 par la donnée de la

force F appliquée en un point A(2,3.0) :
# -Iﬂ_m ﬁ*HIII ﬁou F{ fcos 27 sm &)

Le moment de la force # en son point d'application 4 est nul d'ou: Hnn=0 .Si on veut calculer le moment de la

force '&" au point B{2.L,0) , on obtient 'ﬁh. =~2f cos (intensité de la force 7 multiplié par le bras de
levier 2 €98 # seng négatif).
. , - [Fl.. . -
En appliquant la notion de torseur, on peut définir le torseur force au point A, associé a & par:
- la résultante du torseur force [Fl"'égale a la force

- le moment en A du torseur force [Fl"égal a Man=0
Le moment au point & est défini par la formule de transport donnée plus haut soit:

cosF |D 1]
MHng= Hnn+ FAAF =P+ |fsinF-|-2=] 0
0 0 2f cos ¥

ou:
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Hrm = —2f vos #k

Remarques:

- La notion de torseur de force permet donc de parler globalement d'une force et de son moment en tout point de I'espace.
- Les deux vecteurs définis dans un torseur sont de natures différentes. Pour un torseur de force, le vecteur résultant est
une force ayant des composantes dont les unités sont des (N), alors que le moment en un point est un moment dont les
composantes ont des unités en (N.m).

- Attention quand I'on demande de définir un torseur , il est nécessaire de donner une réponse pour la résultante et une
réponse pour le moment.

4- CHANGEMENTS DE BASES
- = -
Soient deux bases orthonormées directes 'hﬁ‘"ﬁ'h} et h(r"'-, "h) et telles
que h - ltlu
41- Projection des vecteurs de bases

Si on exprime les vecteurs de la base ﬂl[rl._ﬂ.tl.] dans h(r-‘-‘""h] , on obtient:
f1=cos&Ie+sin £Fo
= —smafercos
. .EI - EI
- = - - 3

Inversement, si on exprime les vecteurs de la base hﬁl"-’"h] dans e "J"'h}, on obtient:
fe=cosdTL—sin &1
Je=smn &+ cos £71
. ko= K
42- Changements de bases d'un vecteur quelconque
Soit ﬂ{d'b £ )ﬂ un vecteur exprimé dans la base b "J"I.I). L'expression de L/ dans la base h(l_."’-’&] sera:
O = a it b jLtei=a(cos #5s +on £fm+ b (-gin Fis + cos #ju) rc.kn

= (@_cos &—bsin #.ie + (asin M boos B jm +cke

d'ou:

T{a.cos # b sin #a_sin #+ b.cos #e)y,

IV. Statique

Objectifs :
- Modéliser mathématiquement une action mécanique ;
- Calculer un moment ;
- Décrire une action mécanique par un torseur en un point ;
- Déterminer I’action mécanique transmissible par une liaison mécanique parfaite.
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Modélisation des actions mécaniques

1. Définition d'une action mécanique

D'une fagon générale, on appelle action mécanique toute cause physique susceptible de maintenir un corps au
repos, de créer, de maintenir ou de modifier un mouvement, de déformer un corps.

2. Classification des actions mécaniques

Les actions mécaniques sont de deux sortes:
e Les actions mécaniques a distance (champ de pesanteur, champ électromagnétique)
e Les actions mécaniques de contact (liaisons surfaciques...)

On distingue les actions mécaniques extérieures et intérieures a un ensemble de corps.

Soient 3 solides (S1), (S2), (S3).
Soit (E) I'ensemble constitué par les 2 corps (S;) et (S,).

Bilan des actions mécaniques extérieures qui agissent sur le
solide (E) :

¢ Poids

e Action de (S3) sur (E)

3. Le torseur d’action mécanique

3.1. Notion de force

On appelle force, l'action mécanique qui s'exerce mutuellement entre deux particules élémentaires, pas forcément en
contact.

Une force est toujours appliquée en un point. Elle est modélisée par un vecteur, caractérisé par :

- Un point d’application ;
- Une direction ;

- Un sens ;

- Une norme (intensité).

Unité : Newton
m : Fsolide extérieur _y solide isolé

3.2. Notion de moment

3.2.1. Moment d’une force par rapport a un point

Les effets physiques d’une A.M. dépendent de la position et de 1’orientation dans 1’espace de la force F associée a cette
A.M. On est amené a introduire la notion de moment de la force F pour caractériser complétement I’A.M.

On appelle moment par rapport au point A de la force
Fi,> appliquée au point M, le vecteur d’origine A
détini par la relation :

_Ma(Fiy2)=_AMx F(i}>)

Unité : Newton-metre (Nm) y
Corollaire : La relation ci-dessus reste valable pour
n’importe quel point B appartenant a la direction (A) de O
F: Z

VBeA, _Ma(Fiy0)=_ABx F(i,)

3.2.2. Autre formule : Bras de levier

” _MA( Fsolide 1  solide 2) ” =d. ” F(solide 1  solide 2) ”
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3.2.3. Définition géométrique du vecteur _Mpu( Fsolide 1  solide 2)
- origine : point A

- direction : perpendiculaire au plan ( Fyjige 1 5 solide 2 3 AM)

- sens:_ AM, Fgige1 - solide 2 €t _ M, forment un triédre direct

3.2.4. Relation fondamentale sur les moments

Soit Fgoide 1 - solide 2 UNE force appliquée en M, et deux points quelconques A et B. On sait, par définition, que :
_MA( Fsolide 1 > solide 2) = _AM X F(solide 1 > solide 2)
Et

_M B( Fsolide 1  solide 2) = _BM X F(solide 1  solide 2)
> >

Or BM= BA+ AM, parconséquent:

Ma( Fyol. 1 _ sol. 2) = Ma(Fsoi _ sol. )+ BAX FloL _ sol. 2)

A( ) 3.3. Champ de ’action mécanique d’une force sur un solide
ext>

L’action mécanique sur un solide 1 exercée par une force A1) appliquée en un point A de ce
solide, se modélise en un point B quelconque par deux champs :

- un champ uniforme défini par Ry SH= Aext 5D appelé Résultante générale.
- un champ de moment défini en tout point B par :
Mg ( Agext 5D )= BAX Apgx 5D appelé Moment résultant.

) 3.4. Torseur associé a ’action mécanique d’une force
Pour définir compleétement une A.M. nous avons donc besoin des vecteurs Riex sh et Mg (
A(ext_)l) )
L’ensemble des deux vecteurs Rex shet Mg ( Agext 5D ), définis en tout point B, est appelé torseur associé¢ a I’action
mécanique relative a la force Agx S

) Composantes de la résultante
[l est noté : Composantes du moment
T

- X L
(T — _I.{ (ext > 1) _3Y | Point de réduction |
(ext> 1) MBlext—>1)|g r |2

R | Repére de projection |

Remarques :
® Le point B n’est pas nécessairement un point appartenant au solide 1 ;

(2 Reexty1) €6 Mg (x5 1) SONt appelés éléments de réduction du torseur { T (exts D) 5
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3.5. Actions mécaniques particuliéres

3.5.1. Torseur glisseur

On appelle torseur glisseur, tout torseur associé a

3.5.2. Torseur couple

une action mécanique dont le moment est nul en action mécanique dont la résultante est nulle.

un point.
fi(ext ->1)=# 0
{T (ext_)l)} = 15 _ 3
MA(ext >1)=0)

couple sont les mémes en tout point.

3.6. Théoréme du changement de centre de réduction — Somme de deux torseurs

3.6.1. Changement de centre de réduction

R(ext —>1) } au point B :
A

Soit : (T (extsD) = {F/IA(ext —1)

Avec :

3.6.2. Somme de deux torseurs

R(1—2)
Soient : {1(192)}: ﬁA(1—>2) A

alors :

R(ext — 1)
{T (extel)} = MB(ext - 1) B

Mg extsn= Ma @yt BAX Rexeyn

{T(l_)z)} + {T(séz)} =

E(3—>2)} {_’_R’(l—>2)+g(3—>2) }
A A

et {T (3%2)} = {MA(:S N 2)

MA(1 - 2)+ MA(3 - 2)

0
{T s} = {MA(ext —>1)= 6}A

Remarque : les éléments de réduction d’un torseur

On appelle torseur couple, tout torseur associé a une

Remarque importante : La somme de deux torseurs implique que les éléments de réduction de ceux-ci soient
considérés au méme point.

4. Modélisation des actions a distance
4.1. Définition
L’action mécanique de 1 sur 2 est dite « a distance », si elle ne résulte pas d’une liaison mécanique entre 1 et 2.
4.2. Cas du champ de pesanteur

en un point quelconque A :

n
R(pes%S)ZZpi:P
i=1
{T (peses)} = .

i=1

au centre de gravité G :

Tz} = {MG(pes -8)=0

ﬁ(pes—)S)zﬁ }
G,R

5. Modélisation de I’action mécanique de surface

5.1. Action de surface entre deux solides
Actions réelles appliquées de 1 sur 2

| Modélisation de ces actions
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L’action mécanique de contact surfacique est modélisable par un vecteur F,, tel que :

Point d’application : A ;

e Direction : perpendiculaire au plan tangent commun ;

e Sens:del vers2

Intensité : || F1/2|| = Z dfy
5.2. Action mécanique due a la pression d’un fluide sur une surface plane
Les actions mécaniques de contact d’un fluide sur une surface plane (S) peuvent se modéliser par un torseur d’action

{: (pression p) T (fluidey$)} = {

R(f —>S) =—p.S.x
MG(f »$)=0 |

avec :

j e p: pression du fluide, exercée sur la surface
(S). Cette pression est supposée uniforme ;

e S:airede(S);

X : normale extérieure a la paroi. T&&&

Unités pratiques :

fluide

Autres unités :

Unités légales :

penPa p en MPa p en bars
S en m? S en mm? S en cm?
|| R||en N || R||en N || R|| en saN

1 MPa=10°Pa=1N/mm?=10b

6. Action transmissible par une liaison parfaite (dans I’espace)

Soient 1 et 2 deux solides en contact.
6.1. Hypothéses

Une liaison parfaite entre deux solides 1 et 2 est caractérisée par :

e Des surfaces de liaison géométriquement parfaites et indéformables ;

¢ Des ajustements sans jeu ;

e Des contacts sans frottement.

6.2. Relation avec les degrés de liberté d’une liaison

Les mouvements possibles du solide 2 par rapport au solide 1 sont notés R,, R, et R, (rotations) et Ty, T, et T,

(translations).

Si un mouvement (rotation ou translation) est possible suivant un axe, alors il n’y a pas de composante d’effort

(respectivement couple ou force) transmissible suivant cet axe.
NB : La liaison glissiére hélicoidale est une exception.
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6.3. Exemple : La liaison pivot
Action transmissible

y Mobilités (force) (couple)
X#0 L=0
T,=0 R;=0
z T,=0 Ry=0 Y0 M=0
X T,=0 R,=1 Z#0 N=0

7. Modélisation plan des actions mécaniques

Dans certains cas, 1’étude du mécanisme dans I’espace peut étre délicate. On recherche alors une possibilité de réduire
I’étude a un probléme plan, sous certaines hypothéses.
7.1. Hypothéses

(P) plan de symétrie

. L f d Surface de contact
a surface de contact a une entre (S1) et (S)

géométrie et des actions
transmissibles qui présentent une
symétrie par rapport a un plan ;

=  On choisit alors un repere
local dont les axes sont
confondus avec les axes de
symétrie de la liaison.

7.2. Simplification :
Lorsque les hypothéses sont réunies,
I’écriture du torseur d’action mécanique
transmissible par la liaison se simplifie.
Subsistent :
=  La composante du moment portée par I’axe perpendiculaire au plan de symétrie ;
=  Les composantes de la résultante contenues dans le plan de symétrie.

A1 et Az (points de contact) et
efforts transmissibles, symétriques
par rapport au plan (P)

Dans notre exemple, le plan de symétrie est (A.X,Y), le torseur en A associé aux efforts transmissibles par cette liaison a
la forme :

Forme générale : Simplification : Forme simplifiée (symétrie) :
2 rs2 2 2
Xs1 Lsi X1 X Xs1 O
{Teusn} = Ysi Mg Ysi % Ysi 0
752 N2 N2 0 N
Sl st} AR 1 S S ALT
(6 inconnues) (3 inconnues)

Pour une liaison parfaite particuliére, parmi les composantes ci-dessus, certaines sont nulles. Mais il n'y a
jamais plus de trois inconnues.

Généralisation :

Un mécanisme dont toutes les piéces utiles admettent un méme plan de symétrie pour la géométrie et les
efforts est un mécanisme plan.
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8. Tableau récapitulatif : Liaisons parfaites
Tableau récapitulatif de quelques torseurs transmissibles par des liaisons parfaites :

Type de liaison et Torseur d’action| Torseur d’action Schématisation
repeére local associé | Schématisation spatiale | Mobilités | mécanique mécanique lan
R=(A,X,Y,Z7) transmissible Simplifié p
Symétrie par
z 2 | rapport
- R X, 0 ST
Pivot 1 ,\yf ) Yf ul a(AYyY,7)
' X pa) - 2 0 0
d’axe (A, X) ' 1 1
S - Z N Yl 0
< AR 2
" d T
Z; AJiE
Symétrie par
rapport
Tx - 0 Ll2 N - 3 Az
Glissiére v M a(AXx,z) 9
, it - - 2 M, 0 0
d’axe (A, X) s N 1 4':'15‘[
- - 2 N2 ) g 0 M}
Z; 0 AR
Symétrie par
rapport
Tx R 0 o0 R - -
Pivot glissant - T a(Ay,z)
' X T oM 0 0
d’axe (A, X) 2\
- = 2 2J AR Y21 0
1
Z; 0 AY.Z
Symétrie par A x
1 rapport
- R« X, 0 ATV
Appui plan T 0 M a(AX,Y) 2
De normale (A, X) b : X; 0 0 .
4 1
T - 0 N, AR 0 0 y
, 1
0 Ny|
X,y
Symétrie par
| rapport
- Rx X, 0 3 (A.XY
Sphérique _ R v 0 4 f X, Y)
de centre A Y le 0 X3 0
- Rz 2 AR Y21 0
0 0
AR
Symétrie par
rapport
Linéaire circulaire Tx R« 0 a(AX,Z)
de centre A - Ry Y, 0 0
’ = 1
et d’axe (A, X) - Rs Zy 0J,x 0 0
1
Z; 0 AX2
Symétrie par
A
Linéaire rectiligne R <l 0 rapp_f)rt x |
= - R 2 a(AX,27) 2
de normale (A, X) T. R 0o 0 1 i
droite de contact v . X; 0
3 T - 0 N, 0 0 B
(AI y) AR 1
0 0
A2
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Statique

Objectifs :
- Enoncer le principe fondamental de la statique ;
- Indiquer plusieurs méthodes de résolution de problémes répondants aux hypothéses de la statique ;
- Appliquer le P.F.S. a des cas particuliers simples.

Principe fondamental de la statique

Note : Le Principe Fondamental de la Statique sera souvent noté « P.F.S. » par la suite.

Enoncé du principe
Hypothéses
On supposera que les solides sont :

& géométriquement parfaits ;

% indéformables.

La matiere est supposée :
& homogeéne : tous les atomes sont identiques, le centre de gravité réel coincide
avec le centre de gravité géométrique ;
@ jsotrope : la matiére a les mémes caractéristiques mécaniques dans toutes les directions.

Enoncé général
Un solide indéformable en équilibre sous I’action de n forces extérieures ( Fy, F», ..., F,) reste en équilibre si :

La somme vectorielle (résultante R) de toutes les forces extérieures est nulle :

n .
R=D Fi—F+F+. . +F=0 )
i=1

La somme vectorielle des moments (moment résultant M; ) de toutes les forces extérieures en n’importe quel point I de
I’espace est nul :

n
A= D A(F) = ACF) +A(F) + ...+ A(F) = 0 @
i-1

L’équation (1) est appelée Théoreme de la Résultante Statique ( T.R.S.)
L’équation (2) est appelée Théoreme du Moment résultant Statique ( T.M.S.)

Remarque : Ce principe est également vérifié pour des solides dont le mouvement est effectué sans accélération, cas des
solides en mouvement de translation rectiligne uniforme.

Statique par les torseurs

Le principe énoncé précédemment (sous forme vectorielle) peut étre écrit en utilisant les torseurs .

Un solide (S), en équilibre sous I’action de n torseurs d’actions mécaniques {Tys}a, {T2s}B, --- » {Tws}n reste en
équilibre si la somme des n torseurs, tous écrits au méme point I, est égale au torseur nul {0} :

(T b+ {Toen+ . +{T =10}

Page 4111/621[]




Equations de projection

Les équations vectorielles (1) et (2) donnent chacune trois équations scalaires de projection sur les axes X, y

y

et z. Dans le cas le plus général, on disposera donc de six équations scalaires qui permettront de déterminer, au plus, six

inconnues.
Exemple :
F1
TR.S. =
.. Ll
Ar(FD)| M|
N,
TMS. =

AR

Surx:
Sury:
Surz:

Surx:
Sury:
Surz:

X
F» Y,
Z,

X1+X2+...+Xn:0
Y1+Y2+...+Yn:0
L +Z2,+ ... +Z2,=0

L,
M,
N,

An(Fy)
AR

L1+L2+...+Ln:0
M1+M2+...+Mn20
N|+N2+...+Nn:0
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Z,
Soit : 3 équations.
m Ln
Ax(F) | M
Ny

Soit : 3 équations.
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Solide soumis a Un solide soumis a I’action de deux forces reste en équilibre si

Paction deux forces les deux forces sont égales en norme et opposées en sens.

Par conséquent, les deux forces ont :
& Méme ligne d’action
& Méme intensité

& Sens opposé

Solide soumis a I’action de trois forces concourantes

Un solide soumis a I’action de trois forces (non paralleles) reste en équilibre si les trois
forces sont concourantes au méme point ct si la somme vectorielle des trois forces est
nulle.

El+Ez+53:B
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Modélisation d’une action mécanique

Phénomeéne d’adhérence et de frottement

Généralités
La technologie peut vouloir :
& REDUIRE le frottement et donc permettre un meilleur rendement dans la transmission des efforts de la
puissance.
Facteurs intervenants : - Etat de surface (Rugosité)
- Matiére (Coussinet : bronze / acier)
- Lubrification (Graissage périodique, barbotage)
- Roulement (Dents de pignonsltypes de roulements)
- Frottement fluide (Film fluide sous pression)

& REALISER Ia liaison encastrement entre 2 solides : Collage. (Adhérence a son extréme limite : pas de
mouvement relatif autorisé).

& FREINER le mouvement de glissement.

Etat de surface ......cccccvevvveveennenen. Crampons des pneumatiques

Matire.....ccvevveereieriereereeeeereenns Pneu caoutchouc / asphalte de la route

Matériaux de friction ................... Freins, embrayages
Définitions
Si les 2 surfaces en contact tendent a glisser I'une par rapport | Si les 2 surfaces en contact glissent I'une par rapport a
a l'autre (sans déplacement) l'autre

= ADHERENCE = FROTTEMENT
Loi de COULOMB

F17 N . . . (x‘ Nl/2

On exerce sur un parallélépipéde 2 de poids P en appui horizontal A -
sur 1 une force F située dans le plan de symétrie géométrique de 3 =iz (normale) 2
2.

Fin = 0, 2 est en équilibre.

Dynamique : Justification : Le solide est en équilibre sous 1'action de 3 forces concourantes en un
méme point L.
E3/2
P+ Fap+ Ap=0
Al a A (résultante) fait un angle o par rapport a la normale Nyy,.
p Nota : Si  Fg, augmente, oo augmente.
tan o = |.|_F312“
|| Pl
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Condition d'équilibre de 2 :

Si:

Si:

Si:

Ay =

CONE DE FROTTEMENT

Nip+ Tip

Il/2
Action tangentielle

tanp=p

T2

-
|

|N1/2

Ay est a l'intérieur du cone o < ¢
=> Le solide 2 est en équilibre.

A5 est sur le cone o =

¢

=>Le solide 2 est en équilibre strict.

Ag/p est a ’extérieur du cone o > @ (cas impossible)

=> Equilibre impossible, Ajp# Nyp+ Tip

Valeurs de coefficients de frottement

=> glissement.

Action normale

Valeurs indicatives Adhérence Frottement
de psetp u, = f; = tan @ p=f=tan @
Nature des matériaux A sec Lubrifié A sec Lubrifié

en contact
Acier sur acier 0,18 0,12 0,15 0,09
Acier sur fonte 0,19 0,1 0,16 0,08 2 0,04
Acier sur bronze 0,11 0,1 0,1 0,09
Téflon sur acier 0,04 0,04
Fonte sur bronze 0,1 0,2 0,08 a 0,04
Nylon sur acier 0,35 0,12
Bois sur bois 0,65 0,2 0,4a0,2 0,16 2 0,04
Métaux sur bois 0,6a40,5 0,1 0,5a20,2 0,08 2 0,02
Métal sur glace 0,02
Pneu voiture sur route 0,8 0,6 0,3 20,1 sur sol mouillé
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V. CINEMATIQUE C1

Décrire le mouvement d’un solide ou la trajectoire d’un point dans 1’espace.

Objectif : I |

Position, trajectoire et mouvement
Introduction

Définition :
La cinématique est la partie de la mécanique qui permet d’étudier et de décrire les mouvements des corps, d’un
point de vue purement mathématique, indépendamment des causes qui les produisent.

But de la cinématique :

L’analyse des grandeurs cinématiques (position, vitesse et accélération) permet de déterminer la géométrie et les
dimensions de piéces, de composants. Dans le cas d’un mécanisme qui n’est pas en situation d’équilibre, la cinématique,

combinée a 1’étude des actions mécaniques, permet 1’application du principe fondamental de la dynamique (chapitre
ultérieur).

Exemples :

- Usinage : trajectoire d’un outil, vitesse d’avance ;

- Dimensionnement d’ une pompe : cylindrée, débit ;

- Astrophysique : trajectoires et orbites des satellites ...
Hypothése

On considere que les solides sont indéformables.

Une piéce mécanique (S) peut étre considérée comme un solide
indéformable si quels que soient les points A et B appartenant a (S)
la distance AB reste constante au cours du temps.

VAetB e (S), Vt, ||AB||=constante

Référentiel
Exemple : Individu sur un escalator.

Je suis immobile
par rapport a
I'escalator.

Escalator

A L’individu A est mobile dans le repére R, mais

Yo immobile par rapport a ’escalator.

Le repére R, est lié au sol.

g

o >
(Ro) X0
L’étude de tout mouvement implique deux solides en présence :

- Le solide (S) dont on étudie le mouvement ;
- Le solide (Sy) par rapport auquel on définit le mouvement.
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(Sy) est appelé solide de référence, auquel on associe le repere de référence. Le mouvement de (S) par rapport a
(So) est noté Mvt S/S,,.

Quelle que soit I’étude cinématique, on a toujours besoin de se situer dans le temps. On appelle instant t ou date
t le temps écoulé depuis une origine des temps ty=0, choisie arbitrairement. L unité de mesure du temps (systéme ISO)
est la seconde, notée S.

Echelle du temps
e | : | utemps 3,

Origine Instant 1 Instant 2
to=0 t t

At = ty-t; est appelée durée entre les deux instants t, et t,.
Vecteur position

Il nous faut étre en mesure, a tout instant, de définir la position de n’importe quel point du solide dans I’espace. A
cette fin, on utilise un vecteur position.

Soit (S) un solide en mouvement par rapport a un repére

R, (0, X, ¥, 7).

Soit M un point appartenant au solide (S) de coordonnées
x(t),y(t),z(t) a I'instant t.

Au cours de ce mouvement, le point M décrit dans le repere
R, une courbe (C) appelée trajectoire du point M(t) dans le repére ‘R,,.
Le vecteur position du point M(t) du solide (S), dans le repére

R —

Ry, & I’instant t, est le vecteur OM(t) ou O est I’origine du repere Ry .

OM((t) =vecteur position.

|W(t) = x(t). X + y).§ + z0). zH

Trajectoire
On appelle trajectoire du point (M) d’un solide (S) I’ensemble des positions occupées successivement par ce point,
au cours du temps, au cours de son déplacement par rapport a un référentiel donné.

Notation : Ty.gr = trajectoire du point M appartenant a S, par rapport au repére R.

Exemple 1 :

1

s

ol > |

X0

0 (Feuille)

Déterminer la trajectoire du point A appartenant a 1 par rapport au repere 0.

X La trajectoire Tacio correspond au trait tracé par le stylo.

Exemple 2 :

Soit une bicyclette en mouvement par rapport a un repere Ry considéré comme un repére fixe.
Soit A le point de contact entre la roue 1 et le sol 0.

Soit B le centre de ’articulation entre la roue 1 et le cadre 2.
Soit C un point appartenant a une poignée de frein.
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Déterminer et tracer les trajectoires suivantes :

< Tewn: Segment de droite // (0,Xo).

Y

2 Tso0: Segment de droite // (0, Xo).
< T.oe: SEgMent de droite (A, Xo).
3 TBEI/Z: pOint.
S T, Cercle de centre A et de rayon AB.
2 Ts.0: Segment de droite // (0, Xo).
3 TAel/O: CyC|0|de.
Mouvements particuliers de solides
Famille de Mou\.fem.e nt Exemple Définition
mouvement particulier
o p
Trajectoires de
v oy Un solide est en translation dans un
Va [V N\ \[ g . > L
Translat Translation = I I A— repére R si n’importe quel bipoint
] selcondue A c (AB) du solide reste paralléle a sa
101N q q Ve .. position initiale au cours du
(78BN BN - * .. | mouvement.
FGAC) =0eonsany W
0 %
Yo i Funiculaire LA
| i
o
\ .
. Tous les points du solide se
Translation . . .
rectiligne B déplacent  suivant des lignes
= B paralleles entre elles.
Direction de |a
B tr_qnslation
@ constans
© 3 %
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Trajectoiresde C A B

)

Tous les points du solide se

Translation déplacent suivant des courbes
circulaire géométriques identiques ou
superposables.
f?.
e B
=
Rotatio P s Tous les points du solide décrivent
Rotation | e .70 des cercles concentriques centrés sur
n I’axe du mouvement.
i
i
Ly
Mouve . . .
" Tous les points du solide se
ment Mouvement plan déplacent dans des plans paralléles
entre eux.

plan

CINEMATIQUE C2

Objectif :
Définir, décrire et calculer la vitesse ou 1’accélération d’un point d’un solide.

Vitesse et accélération

Vitesse

Notion de vitesse

Soit (S) un solide en mouvement dans un repere %,.

Soit M un point appartenant au solide (S), de coordonnées x(t),
y(t) et z(t) a ’instant t.

Soit T(MM eS/%:,) la trajectoire de M.

Sur cette trajectoire, choisissons par convention :
e une origine My ;
e un sens positif’;
e une unité de longueur.

On reléve, aux instants ty, t;, t,, les positions du point M appartenant a S dans le repére %,.

Instants to t t

Position sur T(M eS/%y) M, M, M,
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Abscisse curviligne s = f(t) So=10 s = MM, S, = MM,

'S =arc MM = valeur algébrique, a I’instant t, de I’arc orient¢ MM

Vitesse algébrique moyenne s —s1 As
Entre t;ett, : V(21 moy = = —
o (W2t = 0 0 T A

Vitesse algébrique instantanée ds
Si t, est trés proche de ty, alors At devient infiniment petit. v(t) = E = 8’(t) (dérivée de I’abscisse curviligne)

Vecteur vitesse instantanée
Le vecteur vitesse du point M dans son mouvement par rapport au repere fixe %y, est égal a la dérivée vectorielle (par

rapport au temps) du vecteur position, dans le repere %y.

— . MM' - dOM
V(M (S S/RO) = llmAHO— V(M c S/RO) | —
At dt
Ro
Le vecteur V(M € S/Ro) est tel que :

- son origine est confondue avec la position de M a I’instant

(: Tmes/o,

- il est toujours tangent en M a la trajectoire T(MeS/%y) ;

- il est orienté dans le sens du mouvement ;

= ds
- sanormeest | V(M € S/Ro)| = [v] = a ;
- unité : métre par seconde, ou m/s.
S
Autre expression possible : 4 d}
x(t) —]
dt
. | dy
Si OM | y() Alors V(M € S/Ro) &t
dz
7(t) a .
\ %0 A)o
7 .

Accélération

Accélération tangentielle moyenne

Si le point M se situe en M; a I’instant t; et qu’il posséde une vitesse
instantanée v;; s’il passe a l’instant t, en M, a la vitesse v,, son
accélération tangentielle moyenne entre t; et t, vaut :

0
v2—vi Av /00

t2—t1 :E

at(t)moy =

Toves/og)

L’accélération peut aussi étre notée F(Me S/%) ou Y (MeS/%;).
Accélération tangentielle instantanée

Av
A I’instant t quelconque, elle correspond a la limite du rapport Zt lorsque At 2 0.
dv ds ; d’s
a(t)y=—"-; orv(t)y=—7-; dou a(t)y= —5 =s"(t
(1) dt ® dt () i (

Page 5001/62[]




Vecteur accélération
dV(M/Ro)

a(M/ %0) = d t

Composantes tangentielles et normales de 1’accélération :

Soient :

e N un vecteur unitaire normal en M a la trajectoire
T(MeS/%,), orienté vers I’intérieur de la courbure ;

e t un vecteur unitaire tangent en M a T(MeS/%,),
orienté comme la trajectoire.

Dans cette base (n,t), I’accélération peut s’écrire :

d>OM
dt?

Ro

Tmes/oy) \‘\.\

avee

a(M/%) = a,xn + axxt

2
\'%

e  a, = accélération normale = E (R représente le rayon de courbure)

e a = accélération tangentielle =

dt
Autre expression possible : a dX\ jfz A
dt dt?
| & - 2y
Si V(M € S/Ro) - Alors aM e S/Ro)  +5-
dt dt
dz d’z
\_ dt ) %o Qtz A
Cas du mouvement de translation rectiligne uniforme
Définition
C’est le mouvement le plus simple, sans accélération (a=0) et avec une vitesse constante au cours du temps.
Il est not¢ M.T.R.U.
Equations de mouvement
X »
Soient : X0 R
to : instant initial, ty=0 ; Origine du repere
Xg : le déplacement initial, a t=t; ;
Vo : la vitesse initiale ;
x : le déplacement a ’instant t. i
B Instant tg Instant t
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Equations horaires  Graphe de position Graphe de vitesse

x A v A
a=0 X =vo.t + X
VvV =V, = constante VvV =V
X = Vo.(t-t()) + X0 Vo
X0 =
Xo et vy sont les conditions
initiales du mouvement.
0 > 0 >
t t
Cas du mouvement de translation rectiligne uniformément accéléré
Définition
Il sert de modele a de nombreuses études simplifiées. Pour ces mouvements, accélérés (a>0) ou décélérés (a<0),
I’accélération reste constante au cours du temps.
Il est not¢ M.T.R.U.V.
Equations du mouvement
X »
Soient : X0 |
to : instant initial, ty=0 ; i
X : le déplacement initial, a t=t; ; . ~
ao : accélération initiale ; N I Qim;‘,»
vy : la vitesse initiale ; ol o /J 4} %
x : le déplacement a I’instant t. o — - - = >
Instant t, Instant t
Equations horaires Graphe de position Graphe de vitesse
x A vA
a = ap = constante
v=a(tt) vy v=vg+tat
= — )2 ~ x = f(t)
X 2 a(t to) + Vo.(t to) + Xy (branche de
X0 T parabole)
. Vo =
X, Vo €t 8o sont les conditions %
initiales du mouvement. 0 ng 0 N
Mouvement de rotation : généralités
Rotation d’un solide
La rotation d’un solide est définie par son mouvement
angulaire (tous les points de ce solide ont méme vitesse
angulaire).
0,=0,+ A0 ., nstentts
>
Vitesse angulaire, ou vitesse de rotation ®
© 0:-0:1 A0
Vitesse angulaire moyenne : moy = =—
g Y —t1 At
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o .
Vitesse angulaire instantanée : = E =0'=0
Remarque 1 :
1 tour = 27 radian = 360°
Remarque 2 :
N

Si N est la vitesse de rotation en tour/min, alors : ® = %
Accélération angulaire o

do .

dt

Vitesse d’un point

Vum=0.OM=o.r

Remarque : puisque ® a méme valeur pour tous les points du
solide, la vitesse linéaire V(MeS/Ry) varie linéairement avec
la distance r a I’axe de rotation.

Accélération
ay=a, +a
a,=o.r=o.OM
2
M
a, = @>r= =
T

Cas du mouvement de rotation uniforme
Définition

L’accélération angulaire o est nulle. Ce mouvement est not¢ M.R.U.

Equations horaires de mouvement

Les équations horaires de mouvement sont :

®, et 0, sont les conditions initiales du mouvement.

a=0"=0
™ = Wy = constante

0= (D(t-t()) + 90

Mouvement de rotation uniformément varié

Définition

L’accélération angulaire o est constante. Ce mouvement est noté M.R.U.V.

Equations horaires de mouvement

Les équations horaires de mouvement sont :

o =constante
o = a.(t-t)) + ®

1
0= E .(X.(t-t())2 + (1)().(t—t()) + 90

®, et 0, sont les conditions initiales du mouvement.
Remarque :

e Sioa>0,ilyaaccélération du mouvement.

e Sia<0,ilyadécélération du mouvement (ou freinage).
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plan.
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Objectif :
Déterminer graphiquement un vecteur vitesse, dans le cas d’un mouvement plan.

CINEMATIQUE

Vecteur vitesse dans un mouvement plan

Equiprojectivité
Enoncé

Soient deux points A et B appartenant a un méme solide et Vet Vg
les vecteurs vitesses respectifs :

La projection orthogonale de Vg sur AB est égale a la projection
orthogonale de V, sur AB.

Va. AB= V. AB

concrétement : AH= BK

Détermination d’une vitesse par double équiprojectivité
Soit :
e Vet Vg deux vitesses connues ;
e V¢ une vitesse de direction et d’intensité inconnue.

La détermination de V est possible par double équiprojectivité a partir des deux vitesses Va et Vg connues.

Remarque : si C était aligné avec A et B, il aurait fallu déterminer la vitesse Vp d’un point D non aligné avec A et B.

Centre instantané de rotation

Définition

Pour tout solide en mouvement plan, il existe un point I et un seul, ayant une vitesse nulle ( V= 0) a I’instant considéré et
appelé centre instantané de rotation ou CIR.

Le CIR a les propriétés d’un centre de rotation a I’instant (t) considéré. A I’instant suivant (t’=t+At), le CIR a changé de
position géométrique.

Détermination et construction du CIR
En tant que centre de rotation, le CIR est situé¢ a I’intersection des perpendiculaires aux vecteurs vitesses du solide.
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Centre instantané de rotation

Composition des vecteurs vitesse
Vitesses linéaires
Soit un cascadeur 2 marchant sur un camion en mouvement 1 par rapport au sol 0.

La vitesse relative du cascadeur par rapport au camion est V.
La vitesse absolue du cascadeur par rapport au sol est Vg, avec Vyo= Vo1 + Vi
Cette relation est généralisable a n’importe quels solides S; et S,, par rapport a un référentiel S, :

Vme20= Vmen ¥ Vmein

Remarque : Cette relation reste valable méme si les vecteurs vitesses ne sont pas colinéaires.

Vitesses angulaires
La relation précédente peut étre étendue aux vitesses angulaires :

Qo= Qon+ Qo

Page 5501/621]




1) Systéme de bielles
1, 2 et 3 sont des bielles.
A

yi%
I

R.cos(ao.t)_OA=R.sin(@y.1)0

0
Données :

1 est articulé en O (avec le bati 0) et A (avec la
bielle 2) ;

3 est articulé en C (avec le bati 0) et B (avec la
bielle 2) ;

OA=CB=R AB=d
/0 = Wy = vitesse de rotationde 1 et 2 =
constante.

a) Définir les types de mouvements suivants : Mouvement de 1/0, de 2/0, de 3/0.

b) Définir les trajectoires des points A et B dans le repere %o,.

¢) Déterminer littéralement les coordonnées du vecteur vitesse du point A : V(A e1/0).
d) Déterminer littéralement la norme du vecteur vitesse du point A : || V(Ae1/0)|].

e) Si R = 60mm et ;) = 150 tr/min, calculer || V(A€1/0)]|.

f) Que peut-on dire de  V(Be€3/0) ?

g) Déterminer les composantes normale et tangentielle de 1’accélération du point A.

2) Abscisse curviligne

Le point M d’un solide S a un mouvement plan dont I’abscisse curviligne est : s(t) = t> + 3.t — 10.
Déterminer a ’instant t = 5s. la vitesse algébrique et I’accélération tangentielle du point M.

Cinématique

Equiprojectivité des vecteurs vitesse :
Composition des vecteurs vitesse :
Vman= Vmzet Vman

Solide en translation Solide en rotation
Formule Formule Formule Formule
simplifiée simplifiée
. . .V ~ dOM ~ dx Vitesse tangentielle )
itesse instantanée : Vm,0/1 = T V= E Vumio= Qi/0x OM Vu=0.R
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dVmon

Accélération : ay - - Accélération normale a,=a.R
dt
- - Accélération tangentielle a=w*.R
x = abscisse du point M o = angle parcouru

o = vitesse de rotation
R =rayon de la trajectoire

Notion d’action mécanique

Moment au point A :
bras de levier :

produit vectoriel : [JAA( Fex) || = d. || Feexo Il
Ap( Fox) = As(Fex) + BA X F(oy) d = distance entre le point condidéré et la droite
d’application de 1’effort.
Reext 51 Action a distance : poids
Torseur : { T(extel)} = — -P :
N Magext - 1) | Pl =m.g
Statique
Principe Fondamental de la statique (P.F.S.) : solide en équilibre.
Théoréme de la résultante en statique (T.R.S.) : F= 0
Théoréme des moments en statique (T.M.S.) : SAs(Fe)= 0

Solide soumis & deux forces : les efforts sont égaux (en norme), opposés, portés par la méme droite support.

Solide soumis a trois efforts concourants : les droites supports des trois efforts se croisent en un méme point.

Dynamique

Translation Rotation
) do
2 Fex=mM.ag YAA(Fe) =1(0,2) . —/
dt
dw o .
ag = accélération du centre de gravité dt = accélération angulaire
1(0,z) = moment quadratique par rapport a I’axe z

Energétique

Travail d’une force F: AW = F.Al ou AW=F . Al.cos(F,Al) (Al=dépl. du pt d’application)
Travail d’un couple C constant : W=C .0 (6 = dépl. du couple C)

Energie potentielle de pesanteur Ep = m.g.z

Energie cinétique : Ek=T =" . m. V2

Puissance développée par une force F: P=F. V ouP=F.V .cos(F, V)

Puissance développée par un couple C: P=C . ®

Théoréme de conservation d’énergie : Ex+E,; = E,+E,;; = constante
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VI. MECANIQUE VIBRATOIRE
D'UN SYSTEME A UN DEGRE DE LIBERTE

1- VIBRATIONS LIBRES NON AMORTIES D'UN SYSTEME A UN DEGRE DE LIBERTE

11- Equation du mouvement

Considérons un ensemble socle et machine de masse M, reposant sur un ressort élastique linéaire de raideur
k, la surface du sol étant supposée infiniment rigide.

Appelons y le déplacement absolu du solide M.

L'application du principe fondamental de la dynamique
au systeme permet d’écrire

Meg-ky= H—fsoit:

My +hky=-Mg

Cette relation peut également étre établie a partir du principe de conservation de I'énergie.

12- Résolution de I’éguation de mouvement

y = Y LS H-g H
Posons: k leterme & représentant le déplacement "statique" du solide M

Par conséquent: ¥ = ¥

D'ou: J“'!'M"_"‘I-'E"""r"ll""'‘H"B'ﬂSoit: A Fr g ¥ =004
Viale V-0

.

avec
La solution générale de I’équation ci dessus est donnée par:

¥ = AcoSas + 8.8inast oy I = COOSfant + )
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avec O =A% +B% o &#= A

d’ou la solution de I'équation peut s’écrire:

+C .08 ant t o)

Mg
Y=k

Remarques:
o aest appelée la pulsation propre du systeme (rad/s)

7= 2.x
) &% est appelée la période propre du systéme (s)
el

2. mest appelée la fréquence propre du systéme (Hz)

Jo=

. £ est appelée le déplacement relatif de M (déplacement par rapport a la position d’équilibre
statique)

p-y-He

e C'est 'amplitude du déplacement relatif

Lorsqu’on étudie les vibrations libres d’un systéme, il est surtout important de connaitre la pulsation propre
# du phénomene. Cette valeur ne faisant pas intervenir le déplacement statique, tout revient donc a dire que
pour obtenir I'‘équation différentielle 3. Y= +&¥ = Qon néglige I'action de la pesanteur, ¥ représentant

toujours le déplacement relatif par rapport & la position d’équilibre statique 3- Ressorts en paralléle ou

en série

Souvent, pour éviter les problémes de résonance, on déplace les fréquences propres d'un systéme et on est
appelé a associer des ressorts de raideurs différentes.

131- Ressorts en parallele

Swebsae pisl Svstioe imivdet Systeens réel Systim e sparvdeant

: : 1
. EE

Pour le
system
e réel,

ong F=bunekeyi= o+ ki) y

Pour le systeme équivalent: F-ky On en déduit:
E=kitkr
Systime réel Syrtime Gquvdan
132- Ressorts en série .
k
] L k
% K, ¥ l_
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Fystime riel Hypablens 4ozt

M M
k) . Pour le systéme réel, ona: © = Bin=fap
% Pour le systéeme équivalent: Fuiy
o ¥=nNn¥¥ig k ke k2
On en déduit:
f 1 1
— _.’. —
k b k2

14- Calculs de k
141- Méthode statique : utilisation de la loi de HOOKE

k est égale a la pente de la droite AF=fidx)

AM

142- Méthode dynamigue (méthode des surcharges)
i 15| %1

- & afr=-——
"N M+ AM

AM 1 1
par conséquent: k ?: ;’:

ce qui permet de déduire la valeur de k
2- ETUDE DE L’AMORTISSEMENT - ISOLATION VIBRATOIRE

21- Amortissement Dans la réalité, les vibrations libres étudiées précédemment n’existent pas car il y a
toujours amortissement au cours du temps et I'amplitude des oscillations diminue avec le temps. Ces forces
d’amortissement s'opposent au mouvement et sont donc de signes opposées aux vitesses.

211- Amortissement visqueux dd a la résistance fluide

Dans ce cas la force d’amortissement a pour expression :
o= =b P
b est appelé coefficient d’amortissement visqueux. et a pour dimension MT™

Ce type d’amortissement se produit & des vitesses faibles pour des surfaces glissantes lubrifiées (amortisseur
hydraulique)

212- Amortissement non visqueux dd a la résistance fluide

Pour des vitesses de déplacements comprises entre 2 et 200 m/s, la force d’amortissement est
proportionnelle au carré de la vitesse c’est a dire:

#r=ta ¥
Ceci correspond a un régime hydraulique
213- Amortissement par frottement sec ou frottement de COULOMB

Ce type d’amortissement se produit lors d’'un glissement sur des surfaces non lubrifiées. Durant le
mouvement la force d’amortissement est donnée par la loi de COULOMB:

F=2f N

ou N est la composante normale de I'action de contact et f le coefficient de frottement sec
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22- Etude d’un systéme amorti (amortissement visqueux)
221- Vibrations libres

Considérons le cas précédent de la fondation de machine. en appelant Y le déplacement de M par rapport a
la position d’équilibre statique, nous avons I'équation du mouvement:

X ¥V-b7= MY soit MP"+b ¥ +E ¥ -00u

( b F t

¥ +'iiui' +'iinl"'() K, b 4%
i -

en posant: #

b
afe W 2.7.08

nous obtenons:
Y il cao Fiaa¥-0

e Cherchons pour Y une solution particuliére de la forme:

Y= dsr ! aeR, ¥

soit ¥*m &r. Aa™ et V= o™ A.a®'

par conséquent, I'équation étant satisfaite quel que soit t, on

déduit:

=1

a3 2 s s rafe=0 >f

calculons: & =& —a.c = & 0% - 0’0 = o'2fs"-1)

a) 4 >0 #27 amortissement élevé)

= - so0t anm

soit: ¥om Arag™ ™l o=l yp o gy gt gk
et ¥=¥1+¥z

¥ =gt (Jll g T, .ﬂu""ﬁ)

Le mouvement est dit "apériodique”

b) A=0 &1 mortissement critique)
Dans ce cas, on montre que:

¥ u g™ [Bil + B2)

et que les allures des courbes de Y en fonction du temps sont identiques a celles obtenues pour un
mouvement apériodique

c) A<q < 1(amortissement faible)

E'-—F.dbtl'-dl.‘\ﬁ— # =—gasti. sh

f20est appelé la pseudo-période propre du systéme amorti. alors I'expression de Y peut se mettre sous la
forme:

F =g ™ [Croos2e » 50w
On obtient un mouvement "sinusoidal amorti”.

application: détermination de squand cest faible: ¥ e
¥u

Page




¥e Pkl amal=
% )
]
d’ou

b Yr
d 2.:.Mmﬂ

si zest supposé faible, on a &= aedl - F ~ g2
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